BEWEIS DES UBER EINE VERMUTUNG
GEFUNDENEN AUSSERORDENTLICHEN
THEOREMS UBER DIE INTEGRATION DER

dpcosip %
FORMEL f (1+aa—2acos ¢)"+1

Leonhard Euler

§1 Nachdem ich neulich diese Integralformel betrachtet hatte und haupt-
sdchlich nach ihrem Wert gesucht hatte, welchen sie annimmt, wenn das
Integral von der Grenze ¢ = 0 bis hin zur Grenze ¢ = 180° erstreckt wird,
habe ich aus den vielen Féllen, welche sich entwickeln liefien, gefolgert, dass
ihr Integral im Allgemeinen so ausgedriickt hervorgehen wird

mtal
(1— aa)2n il v,

wo V die Summe dieser Reihe bezeichnet

_(n—i)\ (n+i n—i\ (n+i\ , n—i\ (n+i\ 4
v= (o) () () ()2 () () oo

Hier bedeuten diese Symbole in Klammern die Binomialkoeffizienten, wih-

rend wir
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(I4+x)"=1+ (?)x—l— (%) X+ (%) 2+ (%) x* +ete.

setzen.

§2 Uber diese Integralformel ist aber vor allem festzuhalten, dass der Buch-
stabe i stets ganze Zahlen bezeichnet, weil ja in der Analysis durchgehend
angenommen wird, dass im Fall ¢ = 180° immer sinig = 0 ist; aber dann
konnen seine Werte auch stets als positiv angesehen werden, weil

cos(—ip) = cos(+ig)

ist. Dennoch werden wir indes bald zeigen, dass unsere Integralformel auch
mit der Wahrheit vertrdglich ist, wenn dem Buchstaben i negative Werte
zugeteilt werden. Um dies zu zeigen, sind tiber die zur Hilfe genommenen
Symbole die folgenden Dinge zu bemerken.

1. Wenn p und g ganze und p freilich eine positive Zahl bezeichnen, weil
in der Entwicklung der Potenz des Binoms alle dem ersten vorausgehenden

Terme Null sind, wird, sofern g eine negative Zahl war, immer (%) = 0 sein.

2. Weil der Koeffizient so des ersten wie des letzten Terms immer die Einheit

ist, wird so (%) =1 wie <%) =1 sein.

3. Weil die dem letzten folgenden Terme gleichermaflen Null sind, wird, so-
oft g > p war, der Wert dieses Symbols (g) immer fiir Null gehalten werden

konnen.

4. Weil in der Entwicklung der Potenz des Binoms die Koeffizienten eine
retrograde Struktur haben, folgt daraus, dass immer (g) = (p%q) sein wird.
Wenn aber die obere Zahl p negativ war, wird wegen des vorhergehenden

Grundes immer auch (}Z) = 0 sein.

5. Aber wenn g positive Zahlen bezeichnet, wird das Symbol (%) immer
abwechselnd positive und negative Werte geben, weil

@)= (B)=» (2)-o82 ()2

etc.



gilt. Und daher

6. Im Allgemeinen werden solche Symbole, wo die obere Zahl negativ ist,
auf positive zuriickgefiihrt werden kénnen, weil (_Tp) == (%’H) ist, wo
das Vorzeichen + gilt, wenn g eine gerade Zahl war, das untere — hingegen,
wenn es ungerade war.

§3 Nachdem diese Eigenschaften tiber die hier verwendeten Charaktere
bemerkt worden sind, wollen wir in unsere Integralform —i anstelle von i
schreiben und es wird

/ ¢ cos(—ig) B ma~l v
(14 aa —2acos @)1 (1 — aa)2r+l

sein, mit

_(n+i\ (n—i n+i n—i\ o, n+i n—i\ 4
v= () () () B+ (2) (B)
n+i n—i\ ¢
+< 3 ><_i+3>a + etc,,

wo die zweiten Faktoren verschwinden, solange die Nenner negativ sind; das
erste eine Bedeutung tragende Glied wird also

(”.*”) (‘) 2
1 —1+4+1
<n —|— i > 2
i
sein; die folgenden Glieder werden aber

nti n—i \ oia_ (MDY (M0 o
i+1) \—i+i+1 - \i+1 1

sein, dann aber
nA\ (=1 i
(i-i- 2) < > ) a etc.

sein; sein Wert wird also




Auf diese Weise wird also

v=e () (7)) () 7 () (M) o)

sein, welcher Wert mit

!
(1 _ aa)2n+1

multipliziert diese Form liefert

e () (57)+ (50) (1) 2+ (15) (1) o).

welcher vollkommen mit unserer dem positiven Wert von i entsprechenden
Formel iibereinstimmt, welche aufserordentliche Ubereinstimmung ein nicht
zu verachtender Grundstein fiir die Giiltigkeit unserer Integralform ist.

§4 Auflerdem muss aber iiber unsere Integralformel besonders bemerkt
werden, dass die oben fiir V gegebene Reihe immer irgendwo abbricht, sooft
n eine ganze positive Zahl war, was natiirlich passieren wird, wannimmer
entweder im ersten Faktor, dessen Form (%) ist, zu einem Term gelangt
wird, in dem A > n — i ist, oder im zweitem Faktor, dessen Form (%) ist,
A > n werden wird; diese Eigenschaft ist umso mehr zu bemerken, weil,
wenn die Reihe V bis ins Unendliche liefe, wir kaum etwas gewdnnen, was
besonders iiber die Félle anzumerken ist, in denen 7 eine gebrochene Zahl
ist, welche Fille wir also gdnzlich aus unserer Untersuchung herausnehmen

wollen, sodass wir fiir n nur ganze Zahlen annehmen werden.

§5 Weil wollen also auch die Fille betrachten, in denen 7 eine negative Zahl
ist, und zuerst ist freilich per se klar, solange sie kleiner war als i und daher
n + i immer noch eine positive Zahl ist, dass dann die fiir V gegebene Reihe
sogar schneller abbrechen wird; sie wird also erst dann ins Unendliche laufen,
wannimmer auch 7 + i eine negative Zahl war. In diesen Fallen kann aber
die oben gegebene Integralform so transformiert werden, dass der Abbruch
gleichermafien stattfindet.



§6 Um dies zu zeigen, wollen wir n = —m — 1 setzen, dass unsere Integral-
formel

/ago cosip(1+aa —2acos )"

und ihr Wert also

= ma' (1 — aa)*" v

wird, wahrend nun gilt

_(—m—=1—i —m—14+1 —-m—1—1 —-m—=141\ ,
() ) ) )

-m—1—1i —-m—1+1\ 4 —-m—1—1 —-m—1+4+1\ 4
+< > >< g )a—i—( 3 )( 13 >a—|—etc.,

welche Reihe offensichtlich bis ins Unendliche lauft, welche wir aber mithilfe
des folgenden Lemmas transformieren kénnen werden.

LEMMA

§7 Diese iiber die hier eingefiihrten Symbole laufende Reihe

(N (ML (5 (e AN (PN (EY ()0
h_<0 )T\ ) \ex1) T \2) (e2) ¥ T\5) \eg3)) ¥ Tefe
kann in diese ihr dhnliche transformiert werden

(B () () () () () o

weil ja zwischen deren Werten h und o diese Relation vor nicht allzu langer Zeit von
mir bewiesen worden ist immer zu bestehen

<e—|—f> b= (e—h—1> (1— x)f g,

e e

deren Beweis von sehr grofiem Umfang ist, wihrend er sogar iiber Differentialglei-
chung zweiten Grades verliuft.



§8 Wir wollen dieses Lemma nun auf den uns vorgelegten Fall anwenden,
und damit die Reihe h mit unserem V in Ubereinstimmung gebracht wird,
dass h = Vwird, muss f = —-m—-—1—i,h=-m—-1+i,e=iund x = aa
genommen werden, woher die andere Reihe & diese Form annehmen wird

_(m—i m+i m—1i m+i m—1i m—+i\ 4
o= () () () (e () (5 v

welche Reihe nun gewiss irgendwo abbricht, weil hier m eine ganze positive
Zahl bezeichnet; aber die Relation zwischen der obigen V = h und dieser
neuen Reihe o wird sich so verhalten

<m z_ 1) V= (?) (1—aa)* 15,

§9 Dabher ist der Wert unserer Integralformel dieser

(%) ma's

(=)
wo o die gerade zuvor in § 7 dargelegte Reihe bezeichnet, welcher Wert,
weil sie den Faktor (?) hat, immer verschwinden wird, solange i > m war,
sodass in diesen Fallen der Wert des Integrals immer Null ist. Uberdies wird
es forderlich sein, hier bemerkt zu haben, dass nach der Entwicklung

(@) ' (—m—l) _ 4 mm—1)---(m—i+1)

i/’ i ST (m+1)(m+2) - (m+1)

ist, wo das obere Vorzeichen + gilt, wenn i eine gerade Zahl war, das untere
— hingegen, wenn eine ungerade. Nachdem diese Dinge iiber die Natur
unseres Theorems angemerkt worden sind, wollen wir seinen Beweis angehen,
welchen wir, damit er klarer wird, in verschiedene Teile aufteilen.

/ago cosigp(l+aa —2acos )" =

ERSTER TEIL DES BEWEISES

§10 Weil wir ja unseren Integralwert auf zwei Formeln angewandt haben,
wollen wir sie der Kiirze wegen mit den Zeichen ® und ¢ anzeigen und es
sei

@_/ 0@ cos i von ¢ =0
~J (1+aa—2acosg)"t! | bis ¢ = 180°



o , m|von ¢ =0
« = /8(pc051¢(1 +aa —2acos ¢) { bis ¢ — 1800] ,
deren zweite ( in die erste © umgewandelt wird, wenn wir —n — 1 anstelle
von m schreiben; gerade haben wir aber gesehen, dass diese zwei Formeln
voneinander abhdngen, woher wir von der zweiten als einfacheren, weil sie
freilich frei vom Nenner (1 — aa)?'! ist, aus anfangen wollen; um diese zu
vereinfachen, wollen wir

setzen; so werden wir namlich

« = (1+aa)m/aqocosigo(1 —2bcos ¢)"

haben, deren Integral wir also ausfindig zu machen haben werden.

§11 Es wird aber vor allem forderlich sein die Potenz (1 — 2bcos ¢)™ zu
entwickeln, woher

m

3 ) 8b° cos® ¢ + etc.

_ m_q_ (M MY 412 cos? o —
(1—2bcosg)" =1 (1 ) 2bcos ¢ + (2)417 cos” @ (
werden wird, deren allgemeiner Term also
MN SALA A
+ ( A) 2*b" cos” ¢
sein wird, wo das Zeichen + gilt, wenn A eine gerade Zahl war, das andere
— hingegen, wenn eine ungerade. Nun, weil hier die Potenzen von cos ¢

auftauchen, miissen sie nach den hinreichend bekannten Lehren in einfache
Kosinus umgewandelt werden, mit welchen dann gilt:



22cos? ¢ = 2cos2¢ + 1
23cos® ¢ = 2cos 3¢ + 2
24 cost ¢ = 2cosdg + 2

2°cos® ¢ = 2cos5¢ + 2

[l 2 = I ) Nl " SN O Bl I NS

S~/ N 7 N 7 N 7N N

6 6
> cos4¢ +2<2> cos2¢ +1 <3> ,

etc.

26 cos® ¢ = 2cos6¢ + 2

Dort ist zu bemerken, dass bei den geraden Potenzen das letzte Glied cos O¢ =
1 mit dem halbieren Koeffizienten behaftet ist. Daher wird also im Allgemei-
nen

A
2} cost ¢ = 2cos A +2 <1> cos(A —2)g

+2 <;> cos(A —4)p+2 (g) cos(A —6)¢ + etc.

sein, wo man anmerke, dass, sooft A eine gerade Zahl war, also A = 2i, dass

das letzte Glied nur
0
1- <ZZ> cos0¢

§12 Nachdem also alle Potenzen der Kosinus auf einfache Kosinus redu-
ziert worden sind, werden unsere Integrationen immer auf eine solche Form
| 99 cosig cos A zuriickgehen, iiber welche hier besonders zu bemerken ist,
dass ihr von ¢ = 0 bis ¢ = 180° erstrecktes Integral stets Null ist, aufier im
Fall A = i. Weil namlich

sein wird.

1 1
cosi@cosAp = =cos(i+A)p + =cos(i — A
@ ¢ 5 @ 5 2



ist, wird jenes unbestimmte Integral

_sin(i+A)p | sin(i—A)g

T2+ N) 20
sein, was fiir die Grenze ¢ = 0 offensichtlich verschwindet; fiir die andere
Grenze ¢ = 180° = 7t hingegen ist es wegen der ganzen Zahlen i und A
hingegen offensichtlich, dass dieses Integral erneut verschwindet, aufser im
Fall A = i. Wenn ndmlich i — A als unendlich klein angesehen wird, sei diese
Differenz = w, wird der zweite Teil dieses Integrals

sinwg T

2w 2
sein, was auch daher klar ist, dass

1 1
2. 1 L .
cos”ip = > + > cos 2igp
und daher

1 1 1
2. Lo P =
/aqocos ip = Zqo—i— ¥ sin 2i¢p 57
ist.
§13 Um also das gesuchte Integral zu erhalten, wird es gentigen, aus der
entwickelten Potenz (1 — 2bcos ¢)™ nur die Terme, welche cosi¢ enthalten,
herausgenommen zu haben, weil alle tibrigen nichts beitragen; wenn diese
zusammengenommen N cosi@ geben, wird unser ganzes Integral fiir (
m 1
C = (14 aa) ~§N7'c

sein; deshalb werden wir uns der Untersuchung aller Anteile der obigen
Form widmen, die mit der Formel cos i@ behaftet sind; daher ist es ersichtlich,
solange in jenem allgemeinen Term = (%) 2*b" cos” ¢ der Exponent A kleiner
war als 7, dass daraus nichts ins Integral eingebracht wird.

§14 Also wird der erste Term, der hier in die Rechnung eingeht,

+ (?) 2'b' cos' @



sein, fiir welchen das obere Vorzeichen + gelten wird, wenn i eine gerade
Zahl war, das untere — hingegen, wenn eine ungerade. Daher geht aber nach
der obigen Reduktion

2/ cos' ¢ = 2cosigp + etc.

hervor, sodass daher fiir N der erste Teil + (%) 2b entspringt. Aber dann
entsteht aus dem unmittelbar folgenden Term, welcher

i+1

sein wird, kein Winkel i@, weil

- < m >2i+1bi+1 cosit! ¢

2 cos’™ g = 2cos(i +1)p +2 <l+11> cos(i —1)¢ + etc.
ist. Aber der folgende
+ <l+mz) 2H2pi+2 cogit2 g
gibt wegen
i+2
1

den daraus fiir den Buchstaben N resultierenden Anteil

i+2 m o\ iv2
() ()

In gleicher Weise entsteht aus dem Fall A = i + 3 nichts. Aber aus dem
folgenden

272 cos' ™2 ¢ = cos(i +2)¢p +2 < > cosig + etc.

+ <l—i—rn4> 2i+4bi+4 Cosi+4 @

wird wegen

. : i+ 4 | 4 4
24 cos'™ @ =2cos(i+4)p+2 <Z—;> cos(i+2)p+2 (HZ—) cosi¢ + etc.

der zum Buchstaben N hinzukommende Teil

10



i+4 m it4
(57 (Fa)

sein. Auf dieselbe Weise wird aus dem Fall A = i 4+ 6 der zum Buchstaben N

hinzukommende Teil
i+6 m .
+2 bl+6
< 3 ) (i + 6>

§15 Indem man also all diese Teile sammelt, werden wir den vollstindigen
Wert des Buchstabens N erhalten, welcher

B if(m i+2 m 2 i+4 m 4 i+6 m 6
v ((F)+ () () e (20) (7)o (5°) (e v o)
sein wird, wo es forderlich sein wird bemerkt zu haben, dass folgendes gilt

i+2 mo\ (ﬂ) m—1
1 i+2) \1/\i+1
i+4 m o\ ( ) m—2
2 i+4) i+2
i+6 m o\ ( ) m—3
3 i+6) i+3

etc.

sein und so weiter.

WF N3

Mit diesen Werten wird also

v () () (5) (i) e () (5= () (52) o)

sein, nach Finden welches Wertes unser gesuchtes Integral

=t () (2) - (3) (1) )

sein wird, welche Reihe offensichtlich abbricht, sooft m eine positive ganze

Zahl war. Sobald namlich in diesem Symbol (%) der Nenner i + A den

Zdhler m — A zu iibersteigen beginnt, wird sein Wert verschwinden.

11



DER ZWEITE TEIL DES BEWEISES

§16 Um aber diesen Ausdruck des Integrals auf den Buchstaben a allein
zuriickzufiihren, wie er in unserem Theorem oben dargestellt worden ist,
wollen wir hier anstelle von b wieder den angenommenen Wert 1.~ einsetzen
und es wird

2

() (7)+ (1) <n:+_11) (1faa)2

(Y (M) et
2 i+2 ) (14aa)* '

werden, wo, um die oben gegebene Form zu finden, die Potenzen von 1 + aa
entwickelt werden miissen. Fiir dieses Ziel wollen wir

C = +ma'(1+aa)™"

C = +madlA

setzen, sodass nun

A= (3) (5) a+an—+(T) (T;f) (1 + ag)"~i2
+ (%) <771:22) a*(1+aa)" =% 4 (%) (S) a®(14 aa)™ "~ + etc.

ist. Aber nach der Entwicklung dieser Potenzen werde

A = o+ Ba® + ya* + 6a® + ea® + 7a'% + ya'? + etc,

die Werte welcher Buchstaben «, B, 7, J etc. wir ausfindig machen wollen.

§17 Zuerst ist freilich sofort klar, dass

«=(5) (F)

ist; darauf wird man aber

o= (5) (7 (")~ (D (757)

finden. Der zweite Teil durch den ersten geteilt liefert nach Entwicklung

12



m—i—1
i+1

4

nach Bemerken wovon

p=1(5) () (")

sein wird, was zurtickgefiihrt wird auf

p= (%) (ifl)'

In gleicher Weise wird der Buchstabe 7y aus drei Teilen bestehen; es wird
namlich

= () O () (57 6) (7

sein, wo der zweite Teil durch den ersten geteilt

2(m—i—2)
i+1
gibt. Aber der dritte Term durch den ersten geteilt liefert
(m—i—2)(m—i—23)
(i+1)(i+2) ’

woher

= (P ) () ) ()

wird. Andererseits ist

1+m—z’—2_m—1
i+1 i+1

m—i—2 1+m—i—3 - om—1 m—i—2
i+1 i+2 42 i+1 7

und

woher man

13



m—1 m (m\  m\ (m—i
T 'i+2<6> (z>< 2 )
berechnet, welcher Ausdruck zu diesem zusammengezogen wird
(2) (72
2/ \i+2)"
§18 Weil also

=) = () =) ()

ist, lie3e sich daraus schon mit ziemlicher Sicherheit schliefien, dass

o= () (5) = (D) (Ha) e

sein wird. Aber damit wir hier nicht irgendetwas allein auf Vermutung oder
Induktion fufien, wollen wir fiir den Wert des Buchstabens A im Allgemeinen
2A ausfindig machen, welchen

den Koeffizienten der unbestimmten Potenz a
wir A nennen wollen, und es wird

A=) ()OO () () (1) ()
(5) (F53) (575°) e

sein.

§19 Die einzelnen Terme dieser fiir A gefundenen Reihe lassen sich in dieser
allgemeinen Form erfassen

5 () (557)

welche ausmultipliziert in diese Form verwandelt wird

mm—1)---(m—i—A—60+1)
12 0x1:2-(i+0)x1-2--(A—0)

14



wo von m beginnend die Faktoren des Zidhlers ununterbrochen um eine
Einheit schrumpfen werden bis hin zum letzten

(m—i—A—60+1).
Diesen Bruch erweitere man nun mit diesem Produkt
AA=1)---(A=60+1)
und es wird dieser Bruch hervorgehen

AMA=1) - (A—0+1) xm(m—1)--(m—i—A—0+1)
12 0x1-2---(i+0)x1-2---A '

in welchem zuerst das Symbol (%) enthalten ist, dann ist dort aber auch das
Symbol (%) enthalten; was zuriickbleibt, wird das Symbol (%) geben und

i+6
so wird A die allgemeine Form

-(5) ()

haben. Wenn wir also anstelle von 6 nacheinander die Werte 0,1,2,3 etc.
schreiben, weil in den einzelnen Termen der gemeinsame Faktor (%) enthalten
ist, wird der Wert des Buchstabens

() () () () (0) (352) )

sein. Aber ich habe vor einiger Zeit bewiesen, dass die Summer dieser dhnli-
chen Reihe

(232
p+r qg—r
ist. Also wird nach der Anwendung

p=A g=m—A, r=i

15



sein und so werden wir in einem endlichen Ausdruck

A= (0 (55) = () ()

haben; dies ist der Beweis der oben erwdhnten und aus den Werten «, 8, v
etc. gefolgerten Vermutung.

§20 Wenn wir hier nun nacheinander anstelle von A die Zahlen 0, 1, 2, 3 etc.
schreiben, werden wir den wahren Wert der Reihe erhalten, welche wir oben
mit dem Buchstaben A erfasst haben; es wird natiirlich

a=(5) (1) + () (721) 7+ () () o+ (5) () e

sein und daher wird der Wert der mit dem Zeichen ( angezeigten Integralfor-
mel

c =2 ((5) (7)+(7) (757) 7+ (3) (752) o+ o)

sein, welcher Ausdruck nattirlich immer abbricht, sooft m eine ganze positive
Zahl ist. Hier muss man sich aber daran erinnern, dass das obere der doppel-
deutigen Vorzeichen + Geltung hat, wannimmer i eine gerade Zahl war, das
untere hingegen, wenn eine ungerade.

DRITTER TEIL DES BEWEISES

§21 Diese Form, welche wir hier fiir den Integralwert ¢ erhalten haben,
ist sogar einfacher als die, die uns unser Theorem an die Hand gegeben
hatte, welche natiirlich, wenn wir anstelle von o die Reihe, die es bezeichnet,
schreiben,

TG T ) () ()2 () (1))

sein wird. Es ist also iibrig, dass wir die vollkommene Ubereinstimmung
zwischen diesen zwei sich in der Art deutlich voneinander unterscheidenden

16



Ausdriicke zeigen. Hier wird es aber besonders forderlich sein bemerkt zu

haben, dass
(—m.— 1> _ 4 (m—|—1>
i i
ist, weil wir ja oben in § 2 schon beobachtet haben, dass im Allgemeinen
() (=)
q q
ist, wo das obere Vorzeichen gilt, wenn g eine gerade Zahl war, das untere

hingegen, wenn eine ungerade; nachdem dies bemerkt worden ist, wird die
letzte fiir ¢ gefundene Form

(550 (21 (55) (250) 2

sein.

§22 Weil ja nun die beiden Formen mit dem mehrdeutigen Vorzeichen
£ versehen sind, haben wir noch zu beweisen, wenn wir jede der beiden

Ausdriicke mit (”5*) multiplizieren, dass die zwei folgenden Reihen einander
vollkommen gleich sind

L (g) (%) (mjl> +(7) (z—nsl) <mz+1> @+ (3) (13—12) <mz+l> @t ete.
n (5) (") (D) (") (1) (D (") (757) (7)ot et
wo sich die Gleichheit der ersten Terme wegen
(5) wa (") =
von selbst zeigt; weiter wird auch ohne Miihe die Gleichheit zwischen den

folgenden mit aa behafteten Term gezeigt werden konnen und in gleicher
Weise ist dasselbe auch tiber die folgenden festzuhalten.

17



§23 Aber damit wir hier nicht gezwungen sind Induktion zu benutzen,
wollen wir die Ubereinstimmung der beiden Term bei derselben Potenz a?*
beweisen. In der ersten Reihe hat diese Potenz a** diesen Koeffizienten

(5) (z‘+mA> (mz+l>

in der anderen ist der Koeffizient derselben hingegen

(") (F5) ().

Man entwickle nun jeden der beiden in einfache Faktoren und der erste fiihrt
zu diesem Bruch

me-(m—A+1)xm---(m—i—A+1)x (m+i)---(m+1)
1.2 Ax1-2 (it A)x1-2---i ’

der zweite liefert hingegen diesen

(m—i)---(m—i—A+1)x(m+i)---(m—A+1)xm---(m—i+1)
1.2 Ax1.2 - (i+A)x1-2--i /

hier sind die Nenner bei beiden Ausdriicke offenbar dieselben, sodass nur die
Gleichheit zwischen den Zihlern zu beweisen ist.

§24 Im ersten Zdhler liefert der dritte allgemeine Faktor mit dem ersten
verbunden aber dieses Produkt

(m+i)---(m—A+1),

welcher auch in der zweiten Form auftaucht; nachdem diese also weggeschafft
worden sind, muss die Gleichheit zwischen den restlichen Teilen gezeigt
werden, welche in der ersten Form

m---(m—i—A+1)

sind, in der anderen hingegen

me--(m—i+1)x(m—i)---(m—i—A+1),

18



welche Gleichheit nun wieder offensichtlich ist. So ist also die Giiltigkeit
unseres Lehrsatzes, den wir zu beweisen unternommen haben, nun streng fiir
die Integralformel

« = /8q0cosi(p(1+aa—2acosq0)" [V];)irsl 22(1)800}

vor Augen gefiihrt worden.

VIERTER TEIL DES BEWEISES

§25 Nachdem der Wert der Formel ¢ gefunden worden ist, ist der ganze
Beweis als schon erbracht anzusehen, weil er ja schon zu Beginn aus dem Wert
der Formel © richtig abgeleitet worden ist. Dennoch wird es indes gefallig
sein, dass auch umgekehrt aus dem Wert ¢ der andere Wert © hergeleitet
wird. Wir wollen aber die einfachere Form von ¢ gebrauchen, zu welchem
Wert uns der Beweis selbst uns direkt gefiihrt hat, welcher

e (2) (2)+ () (25) 2 (3) (2g) o)

war, wo das obere Zeichen gilt, wenn i eine gerade Zahl war, das untere, wenn
eine ungerade.

§26 Aus diesem Wert der Formel ¢ wird der Wert der anderen Formel
© abgeleitet, wenn wir —n — 1 anstelle von m schreiben, welcher Wert also
deswegen

—n—1 —-n—1 n —n—1 n—1 2
© = na 0 i 1 i+1
n —-n—1 —-n—1 2 4 et
2 i+2 et

sein wird, welche Reihe aber nun eine unendliche ist, wenn freilich n eine gan-
ze positive Zahl war; deswegen muss diese Reihe in eine andere umgewandelt
werden, die abbricht, sooft n eine ganze positive Zahl ist, was mithilfe des
eingangs oben erwdhnten Lemmas geleistet werden konnen wird.
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§27 Wir wollen die hier gefundene Reihe also mit der Reihe h im Lemma
vergleichen, was durch Setzen von

f=-n—-1 h=-n—-1 und e=i

geschieht, sodass nun ® = +7a'h ist. Aus diesen Werten wird aber die andere
mit dem Zeichen ¢ notierte wegen

—h—-—1=n, —f—-1=n und x = a?

entsprechend

=) (D) +(5) (77) 2+ (3) (g + e

werden. Aber die Relation zwischen diesen zwei Reihen wird

<i_1:_1> h= (1(—2));;“

sein; hier bemerke man, weil wir schon oben beobachtet haben, dass
() (=)
q q
—n—1+41i n
( i > =+ (7)

sein wird; hier gilt wiederum das obere Vorzeichen, wenn i eine gerade Zahl
war. Daher wird also

ist, dass hier

neti
h==+ (%) ((1 l_)aj)an

sein.

§28 Man setze nun also diesen Wert anstelle von 1 ein, in welchem Mehr-
deutigkeit der Vorzeichen aus der Betrachtung herausgeworfen werden wird;
anstelle von ¢ schreibe man aber die gerade gegebene Reihe und wir werden
fiir © den folgenden Ausdruck erhalten
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o= i () )+ () )7+ (3) () o).

welche Reihe natiirlich immer abbricht, sooft n eine ganze positive Zahl war;
aber dennoch hat sie diesen Mangel, dass sie in den Féllen, in denen n < i
ist, wegen (?) = 0 unendlich zu werden scheint. Aber es ist zu bemerken,
dass in diesen Fillen auch alle Terme der Reihe g verschwinden; daher ist
es notwendig, dass wir auch nach dem wahren Wert des ganzen Ausdrucks
suchen. Aber in den tibrigen Féllen, in denen n > i ist, scheint dieser Ausdruck

sogar jenem, welchem wir im Theorem gegeben haben, vorzuziehen sein.

§29 Es muss also gezeigt werden, dass alle Terme unserer Reihe so transfor-

miert werden konnen, dass sie eine Teilung durch den Nenner (?) zulassen.
Aber jeder beliebige Term unserer Reihe ist in dieser Form (%) (1) enthalten,

I+A
welcher mit dem gemeinsamen Faktor multipliziert zu

() () (=5)

wird, welcher in Faktoren entwickelt auf diesen Bruch zurtickgefiihrt wird

(m+i)---m+)xn---(n—A+1)xn---(n—i—A+1)
12 ix1:2-Ax1-2-(i+A) ’
wo so der Zihler wie der Nenner drei wesentliche Faktoren hat; aber die

einzelnen Faktoren schrumpfen im Zahler stetig um eine Einheit, in Nenner
wachsen sie hingegen um eine Einheit. Weil also

(E) _n---(n—i+1)
i/ 1-2---
ist, wird der obige Bruch durch diesen geteilt wegen

n---(n—i—A+1)
n---(nm—i+1)

=n—i)---(n—i—A+1)

als

(m+i)---n+1)xn---n=A4+1)x(n—i)---(n—i—A+1)
1.2 Ax1-2---(i+A)
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hervorgehen, welcher offensichtlich in diesen tibergeht (wegen der zusam-
menhédngenden ersten Faktoren)

m—i)---m—A+1)xn—i)---(n—i—A+1)
12 Ax1-2--(i+A) '

sodass nach Reduktion von allen auf die Symbole die allgemeine Form eines
jeden Terms

_(n+i\ (n—i

\itA A

8§30 Nun schreibe man also anstelle von A nacheinander die Werte 0, 1, 2, 3
etc. und der Wert der Integralformel © wird hervorgehen, genauso wie er im
Theorem angegeben worden ist, ndmlich als

i () (59 (50) () (05 (1) o).

welcher Ausdruck nicht nur immer abbricht, sooft n eine ganze positive Zahl
war, sondern keinen Mangel mehr aufweist, weil er in allen Féllen einen
bestimmten Wert von © darbietet, und so ist unser Theorem, was zuvor
nur allein auf eine Vermutung gestiitzt war, mit einem sehr strengen Beweis
untermauert worden.

ist.
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